Réwnania rozniczkowe

Réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu
F(y".y'y,x)=0

rozwigzanie: funkcja y = y(x)

Warunki poczatkowe:

Yo = Y(xo)
Yo = Y' (%)
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Problem jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia
poczatkowego

y//: f(x7y7yl)

Twierdzenie:

Jedli funkcja f(x, y, y’) i jej pochodne czgstkowe f, oraz f, sg
ciggte na obszarze D ¢ R® oraz (X0, Yo, ¥p) € D, to istnieje
przedziat (xo — h, xo + h), w ktérym zagadnienie poczatkowe:

y'=1(x.y.¥),y(%) = ¥0, ¥ (%0) = ¥o
ma dokfadnie jedno rozwigzanie.
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Przyktad 1.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:

y" = cos2x

Rozwiazanie:
/ 1.
y = /(cosZX)dX = 5 sin 2x + Cy

1
y:/(;sin2X+C1>dX:—4c052X+C1 X+ Co
Rozwigzanie ogolne: y = —1 cos2x + Cy - x + Co

UWAGA! Dwie dowolne state!
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Przyktad 1.cd.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe: y’’ = cos 2x
z warunkami poczatkowymi: y(0) = —1iy’(0) = 3

Rozwiazanie:
Otrzymaliémy rozwigzanie ogélne: y = —% cos2x + Cy - x + Cp
Wstawiamy warunki poczatkowe do rozwigzania ogélnego oraz jego pochodnej:

1
—1 :7Zcos(2~0)+C1 0+ G

4
S:ESin(2-0)+C1

Stad:

Rozwigzanie szczegdine: y = — 1 cos2x +3x — $
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Réwnania rézniczkowe drugiego rzedu sprowadzalne do
rownania pierwszego rzedu

1. F(x,y’,y") = 0, nie wystepuje y
podstawienie: y’ = u(x)

2. F(y7 y/7 y//) =0, nie WyStquje X

podstawienie: y’ = u(y)
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Przykiad 2.
Rozwigz réwnanie rozniczkowe:

x-y”—y’:2x3
Rozwiazanie:

W réwnaniu nie ma y, a wiec stosujemy podstawienie:

y' = u(x)
Wtedy y” = U/(x)
Roéwnanie przybierze postaé:

x-Uu —u=2x
Dzielimy obie strony przez x:

u
U — = =2x°
X

Otrzymujemy réwnanie liniowe pierwszego rzedu, kitdre
mozemy rozwigza¢ metodg uzmienniania statej.
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u

/

u - =
X

=2x%

Rozwigzujemy réwanie jednorodne jako réwnanie o rozdzielonych zmiennych:

u
v—-==0

du

au dx
u X
Inlul =In|x|+ C4

u=C-x

Uzmienniamy statg:
u=C(x)-x

v =C'(x)-x+Cx) -1

Wstawiamy do réwnania niejednorodnego:
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C’'(x) = 2x
C(x) = /(2x)dx =x%+ D
Otrzymujemy rozwigzanie réwnania liniowego:
u=x- (x2 + Dy)
u=x3+D;x
Ale stosowali$my podstawienie y’ = u:
y' =x° + Dy - x

_ 3 _ 14 1 2
y= (x +D1-x)dx74x +ZD1-X + D;

Zatem ogdlne rozwigzanie rowania to:

1.4 1 >
E—— _Dy - D.
y 4x+2D1x+2
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Przyktad 3.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe:
y// _ 2y/ —0
Rozwiazanie:

W réwnaniu nie ma x, zastosujemy podstawienie: y’ = u(y)
Wiedy y"/ = u'(y) -y’ =u' -u
Réwnanie przybierze postac:

v u—2u=0

u-(—2)=0
Mamy wiec dwa przypadki, albo:
u=20
Wiedy:
d
Y _p
ax
y=¢C
Drugi przypadek to:
v —2=0
du
— =2
dy
du = 2dy
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Zastosowali$my podstawienie y’ = u, zatem:

LA
2y + €y

1
5In|2y+C1\:x+02
Inj2y +Ci|=2x+2-Cp

2y + Gy = e2X12:C)

1 ex 20 1
= —e. g2 — —C.
y > P
Mozemy rozwigzanie zapisac:
y =D + Dy

UWAGA: Warto zauwazy¢, ze rozwigzanie to zawiera rozwigzanie y = C, ktdre otrzymaliémy rozpatrujac pierwszy
przypadek.
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Rownanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu

'+ p1(x) -y + pa(x) -y = q(x)
p1(x), p2(x), g(x) - funkcje

g(x) = 0 - réwnanie jednorodne

g(x) # 0 - rownanie niejednorodne
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Réwnanie rézniczkowe liniowe drugiego rzedu jednorodne
o statych wspoétczynikach

Y'+pi-y +p2y=0
p1,p2 € R

Tworzymy réwnanie charakterystyczne:
y”HrQ;y’r—>r;yn—>1;

l‘2+,01'f-|-,02:0
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r2+p1~r+p2:O

1. A > 0: dwa pierwiastki rzeczywiste: ry i r»
rozwigzania: y; = ¥, y, = e2¥

2. A = 0: jeden (podwdjny) pierwiastek rzeczywisty: r
rozwigzania: y; = e, y» = xe™

3. A < 0: dwa pierwiastki zespolone: 1 = a+ bi, . = a— bi
rozwigzania: y; = e cos(bx), y» = € sin(bx)

rozwigzanie rownania: y = Cy - y; + Co - Vo
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Przykiad 4.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:

y"' -3y’ +2y=0
Rozwigzanie:

Tworzymy réwnanie charakterystyczne:
P _8rt2=0

Obliczamy A:
A=9-8=1=12

Zatem mamy dwa pierwiastki rzeczywiste réwnania charakterystycznego:

3-1 2
r1:7:7:1
2 2
341 4
r2:7:7:2
2 2

Mozemy zapisaé rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego:

y=Cye + Cre?
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Przyktad 3.a.

RozwigZz réwnanie rézniczkowe:

y// _ 2y/ —0
Rozwiazanie:
Tworzymy réwnanie charakterystyczne:
P —2r=0
Tu nie musimy liczy¢ A:
r(r—2)=20

Zatem mamy dwa pierwiastki rzeczywiste réwnania charakterystycznego:
rn=20

rp=2

Mozemy zapisa¢ rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego:
y = C1e%* + Cre¥

y =Cy + Cre®*
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Przyktad 5.

Rozwigz réwnanie rézniczkowe:
y// _ 2}” +y=0

Rozwigzanie:

Tworzymy réwnanie charakterystyczne:
P_2r+1=0

Obliczamy A:
A=4—-4=0

Zatem jeden pierwiastek rzeczywisty réwnania charakterystycznego:

r=-=1
2

Mozemy zapisa¢ rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego:

y = C1&" + Coxe®
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Przykiad 6.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:

y' —4y +13y =0
Rozwigzanie:

Tworzymy réwnanie charakterystyczne:
P —4r+13=0

Obliczamy A:
A =16 — 52 = —36 = (6/)2

Zatem mamy dwa pierwiastki zespolone réwnania charakterystycznego:

4 —6i .
n=——=2-3i
2
4+ 6i
= =243

Oznaczamy:a = 2orazb =3

Mozemy zapisa¢ rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego:

y =0 e cos(3x) + Czezx sin(3x)
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Przyktad 7.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:
y// +y=0
Rozwigzanie:
Tworzymy réwnanie charakterystyczne:
r2 +1=0
Szukamy jego pierwiastkow:
2
r-=-1

Zatem mamy dwa pierwiastki zespolone réwnania charakterystycznego:
n=i

rp=—i
Oznaczamy:a=0orazb = 1

Mozemy zapisaé rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego:
y = C16%* cosx + Coe" ¥ sin x

y = Cq cosx + Cosinx



Réwnania rozniczkowe

Y'+pi-y +p2-y=q(x)
Metoda uzmienniania statych
y=Ci(x) - y1 + Ca(x) - y2

gdzie:
CQ(X) :/‘}de
Wronskian:
_no)e
27!

Jozef Maria Hoene-Wronski (ur. 1776 Wolsztyn, zm. 1853) - polski matematyk, fizyk, filozof, ekonomista i prawnik
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Przyktad 8.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:

e
,V”+2,V,+,V:7
X

Rozwigzanie:

Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’/ + 2y’ +y =0
Tworzymy réwnanie charakterystyczne: rP+2r+1=0

Mozna je zapisaé: (r + 1)2 = 0

Roéwnanie charakterystyczne ma jeden pierwiastek rzeczywisty:r = —1
Zapisujemy rozwigzania réwnania jednorodnego:

Rozwigzanie ogdIne réwnania niejednorodnego bedzie miato postac:

y=Ci(x) 1+ C(x) - y2

C1(x) i Co(x) wyznaczamy ze wzoréw.
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Najpierw liczymy wronskian:

G- [ = T [ e D,
2(X) = de_ —-dx=In|x|+ Dy
e X

Zapisujemy rozwigzanie ogélne réwnania niejednorodnego:

y=(=x+Dy)-e ¥+ (In|x] + Do) - xe™ ¥

y=Die X+ Doxe ¥ —xe ¥ +xIn|x| - e~ ¥
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Przyktad 9.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:
y" 4+ 9y =sin(2x)
Rozwigzanie:
Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’/ + 9y = 0
Tworzymy réwnanie charakterystyczne: P+9=0
Mozna je zapisaé: r2 = —9
Roéwnanie charakterystyczne ma dwa pierwiastki zespolone:ry = 3joraz r, = —3i
Przyjmujemy: a = O oraz b = 3.

Zapisujemy rozwigzania réwnania jednorodnego:

Y1 = cos(3x)

Yo = sin(3x)

Rozwigzanie ogélne réwnania niejednorodnego bedzie miato postaé:

y=0Ci(x) y1+Ca(x) - y2

Cq(x) i Co(x) wyznaczamy ze wzordw.
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Najpierw liczymy wronskian:

cos(3x) sin(3x)

_3sin(3x)  3cos(3x)| 36052(3)() + 35in2(3X) = 3(c052(3x) + sin2(3X)) =3

W=

(%) / sin(3x) - sin(2x) dx 1 1 (cos(x) (5x)) dx 1 (sinx 1. (5%)) + D
4 =— T e— :—5 > cos(Xx) — cosl :—g sin —gsm 4

Co(x) = COS(3)()'Sin(2x)dxdx7 ! . 5x i X dxf1 ! 5x X)) + D
2(x) = — 5 =-3 E(S'"( ) + sin(—x)) —6(75605( ) + cos(—x)) + D>

Zapisujemy rozwigzanie ogélne réwnania niejednorodnego:

y= (—%(sinx - % sin(5x)) + Dq) - cos(3x) + (16(_% cos(5x) + cos(—x)) + D») - sin(3x)

1 1 1 1
¥ = Dy - cos(3x) + Dy - sin(3x) — 5 sin X - cos(3x) + m sin(5x) - cos(3x) — » cos(5x) - sin(3x) + 5 cos X - sin(3x)
1 1
¥ = Dy - cos(3x) + Dy - sin(3x) + g(cosx - sin(3x) — sin x - cos(3x)) + E(Sin(SX) - cos(3x) — cos(5x) - sin(3x))
1 1
y = Dy - cos(3x) + D - sin(3x) + 5 sin(2x) + 3 sin(2x)

1
y = Dy - cos(3x) + D, - sin(3x) + 5 sin(2x)
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Metoda przewidywania

Y'+pi-y +p2y=q(x)
Dziata tylko jesli g(x) jest jedng z funkgji: A- €, B - sin(kx),
C - cos(kx), W(x), lub sumg badz iloczynem funkcji tej postaci.

RORN = RORJ + RSRN
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Metoda przewidywania

Metoda rozwigzywania:

1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y, (RORJ).

2. Przewidujemy ys tej postaci, co q(x).

3. Obliczamy y{ i y{.

4. Wstawiamy ys, yi i y& do réwnania niejednorodnego.
5. Obliczamy wspotczynniki w ys (RSRN).

6. Zapisujemy rozwigzanie: y = y, + ys (RORN).
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Metoda przewidywania
UWAGI:

1. Rozwigzanie szczeg6lne ys nie moze zawierac sie w
rozwigzaniu ogélnym y,. Gdyby miato sie zawiera¢, mnozymy
¥s przez x lub przez x2.

2. Funkcije sin(kx) i cos(kx) w rozwigzaniu szczegllnym ys
zawsze wystepujg jednoczesnie.
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Przyktad 9.a.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe metoda przewidywania:
y"" + 9y = sin(2x)

Rozwiazanie:
1. Rowigzujemy réwnanie jednorodne: y’’ + 9y = 0
Tak jak weze$niej otrzymujemy rozwigzanie ogéine réwnania jednorodnego:

Yo = Cy cos(3x) + Cp sin(3x)
2. Przewidujemy s tej postaci co g(x) uwzgledniajac Uwage 2:

ys = Asin(2x) + B cos(2x)

3. Obliczamy yZ iy’

¥4 = 2Acos(2x) — 2Bsin(2x)

ys| = —4Asin(2x) — 4B cos(2x)
4. Wstawiamy ys, y¢ iy’ do réwnania niejednorodnego:
(—4Asin(2x) — 4B cos(2x)) + 9 - (Asin(2x) + Bcos(2x)) = sin(2x)

5. Poréwnujemy wspétczynniki:
sin(2x): —4A+9A =1
cos(2x): —4B+9B =0
Stad A= L orazB =0

6. Zapisujemy rozwigzanie ogélne réwnania niejednorodnego:

1
Y = Yo + ys = Cq cos(3x) + Cosin(3x) + 5 sin(2x)
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Przyktad 10.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe metoda przewidywania:

y" — 6y’ +9y = +5x

Rozwigzanie:
1. Rowiazujemy réwnanie jednorodne: y’/ — 6y’ + 9y =0

Tworzymy réwnanie charakterystyczne: P —6r+9=0
Mozna je zapisaé: (r — 3)2 = 0
Roéwnanie charakterystyczne ma jeden pierwiastek rzeczywisty: r = 3

Rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego bedzie miato postac:
Yo = C1&¥ + Cp - x6*
2. Przewidujemy s tej postaci co g(x) uwzgledniajac Uwage 1:
ys =A™ . x® + Bx+ D
3. Obliczamy y; i y4'
v, =346 . x® + AS® .2x + B
v = 9Ae® . x% 434> . 2x + 34> . 2x + AE®Y . 2

4. Wstawiamy ys, y5 iy do réwnania niejednorodnego:

(9Ae™ - x® + 1246> - x + 2A6™) — 6(3A6> - x% + 246> - x + B) + 9(Ae® - x® + Bx + D) = > + 5x

2

94 . x% 4+ 12A6% . x + 246 — 18A6% . x%2 — 124 . x + —6B + 94> - x% + 9Bx + 9D = €°* 4 5x
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2Ae®* — 6B + 9Bx + 9D = & + 5x

5. Poréwnujemy wspétczynniki:
eX:2A=1

x:9B=5

1: —6B+9D =0

1 _ 5 — 10
StadA= 5, B=3orazD = 5

6. Zapisujemy rozwigzanie ogdlne réwnania niejednorodnego:

1
Y=Yo+ys=Ce+C x + Exzesx +3%

5

10
4+ —
27
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Przyktad 10.a.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe metoda przewidywania:

y" — 6y +9y = e +5x

z warunkami poczatkowymi: y(0) = 3, y’(0) = 1
Rozwiazanie:

Otrzymali$my rozwigzanie ogélne réwnania niejednorodnego:
1 5 10
y=Ce¥ + G xe™ + —x2e™ 4+ Zx 4+ —
2 9 27

Obliczamy jego pochodna:

1 1 5
y’:3C1e3X+02-e3x+362~xesx+5 ~2x463X+5 X% .36 4 5
Wstawiamy warunki poczatkowe:
1 5 10
3:C1e3'°+02<0-e3'°+— 028012 04 —
2 9 27

1 1
1:30193'°+02-93'0+302-0-63'0+5-2-0-ea'0+5-02

Po uproszczeniu:
3=0+ 0 1=8C1+C+ 3

Stad obliczamy: Cy = 23 oraz G, = — &

Zapisujemy rozwigzanie szczegélne:

71 67 1 5 10
y:7‘63X77‘X93x+7x263x+7x+7
27 9 2 9 27

- 3¢

3-0

+

5
9
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Podobnie mozna rozwigzywac¢ rownania wyzszych rzedow:
Przykiad 11.

Rozwigz réwnanie rézniczkowe:

y/// _ 3}/// +3y/ _ ,V — 4eX
Rozwiazanie:
1. Rowigzujemy réwnanie jednorodne: y’"’ — 3y’ +3y’ —y =0
Tworzymy réwnanie charakterystyczne: P —32+4+3r—1=0
Mozna je zapisaé: (r — 1)% = 0
Réwnanie charakterystyczne ma jeden pierwiastek rzeczywisty: r = 1
Rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego bedzie miato postac:

Yo = C1€¥ + Co - x&¥ + C3x%e”
2. Przewidujemy s tej postaci co g(x) uwzgledniajac Uwage 1:
ys = AeX - x°
3. Obliczamy yZ, y{' oraz y}'’
4. Wstawiamy y/, ys’ oraz y'’ do réwnania niejednorodnego (wyrazy z dopisanym x skracajg sie).

5. Obliczamy A = %
6. Zapisujemy rozwigzanie ogélne réwnania niejednorodnego:

2
y=Yo+ys=C1€ +Co-xe* + C3X2ex + axaex
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Przyktad 12.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:
y/// +3y// +y/ _ 5}/ -0
Rozwiazanie:
Tworzymy réwnanie charakterystyczne: P43 +r—5=0

Rozktadamy wielomian na czynniki liniowe i kwadratowe nierozktadalne.
Zgadujemy pierwiastek
rn=1

Réwnanie mozemy przedstawi¢ jako:

(r=1)(r?+4r+5)=0

Rozwigzujemy rownanie: r2 + 4r +5 = 0
Obliczamy A = 16 — 20 = —4 = (2i)?
Obliczamy pierwiastki:

—4 —2j ol
= ——— = -2 —
2 2
—4 42
R=——=—2+i
2

Przyjmujemy: a = —2oraz b = 1
Zapisujemy rozwigzanie ogdlne:

y =Ci6" + Cre” cosx + Cze~ P sinx



