Réwnania rozniczkowe

Réwnania rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu

F(y'.y,x)=0

rozwigzanie: funkcja y = y(x)



Réwnania rozniczkowe

Zagadnienie poczatkowe
Zagadnienie Cauchy’ego
Réwnanie: F(y',y,x) =0
i warunek poczatkowy: yo = y(Xo)



Réwnania rozniczkowe

Rozwiazanie ogolne: rodzina funkcji spetniajgcych réwnanie.

Rozwigzanie szczegodlne: jedna funkcja spetniajgca rownanie
i warunek poczatkowy.
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Rownanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu

Y +p(x) -y =qx)
p(x), g(x) - funkcje

g(x) = 0 - rownanie jednorodne

g(x) # 0 - rownanie niejednorodne
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Réwnanie rézniczkowe liniowe pierwszego rzedu

rownanie liniowe jednorodne jest rownaniem o zmiennych
rozdzielonych
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Przyktad 1.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:
y +xy=0
Rozwiazanie:
y +xy=0
ay
x Y
d
4 = —x-dx
y
a
¥ __ X - dx
y
Inlyl = —=x® + G
y=el= 1x®1c)
1,2
y=¢e 2% eC1
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Ogélny schemat dla réwnania liniowego jednorodnego:
y'+p(x)-y=0
Rozwiazanie (rozdzielamy zmienne):

& _

o~ Py

Y — b ax
[ == [ et ax
inlyl =~ [ p(x)- o

y=C- el [pan
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Metoda uzmienniania statej
dla réwnania liniowego niejednorodnego

Metoda rozwigzywania:

1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne.

2. W rozwigzaniu réwnania jednorodnego przyjmujemy zamiast
statej C funkcje C(x) (uzmienniamy statg).

3. Obliczamy y’.

4. Wstawiamy y i y’ do réwnania niejednorodnego.
(UWAGA: C(x) musi sig skrécic!)

5. Obliczamy C'(x).

6. Obliczamy C(x) = [ C'(x)dXx.

7. Zapisujemy rozwigzanie y = y(x) wstawiajac C(x) do
punktu 2.
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Przykiad 2.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:
y +xy=x

Rozwiazanie:

1. Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’ + xy = 0
Jest to réwnanie, ktére rozwigzali$my jako Przyktad 1. Otrzymaliémy rozwigzanie:

2. Uzmienniamy stata:

3. Obliczamy y’:
_ 1,2 _1,2 1
Yy =C'(x)-e 2" +C(x)-e 2" '(77>»2x

4. Wstawiamy y i y’ do réwnania niejednorodnego:

Po skroceniu:
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1,2
5. Obliczamy C’(x): C'(x) = x - €2
2
- dx

t

1,2
- todt = el — 2"
o fe dt=e +A=e2" 1A

-1
2
=X

1,2
6. Obliczamy C(x): C(x) = fx 62 dx =

_1,2

X’

@
=

1,2
7. Zapisujemy rozwigzanie: y = (ezx + A) .

czyli:
_ 142
y=1+Ae 2
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Przyktad 2a.
To samo réwnanie mozna réwniez rozwigzac¢ rozdzielajac zmienne:

y +xy=x
Rozwigzanie:

’

y =x-—xy
dy
= —x(1 —
okt
d
L A
1-y

d
/i:/x-dx
1—y

nl1—y| e
—In — = =X
=3 1

]
In\17y\:7§x2701

1oy =20
1,2
y=1-Ce 2*

Zatem niektére réwnania mozna rozwigzywaé kilkoma metodami.
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Przyktad 3.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:
y' — y - ctgx =sin2x

()

z warunkiem poczatkowym:

Rozwigzanie:

1. Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’ — y - ctg x = 0
@ tg X
Z —y.c
dx yoce
dj
—y =ctgx - dx

y

d) X
[2- [z
y sin X

In|y| =In|sinx| + Cq

y= e(hn | sin x|+Cy)

y= eln\slnx\ .eC1

y=C:sinx
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2. Uzmienniamy statg:
y = C(x) - sinx

3. Obliczamy y”:
y' = C'(x) - sinx + C(x) - cos x

4. Wstawiamy y i y’ do réwnania niejednorodnego:

(C/(X) -sin X + C(x) - cos X) — (C(x) - sinx) - ctg x = sin2x

Po skréceniu:
= sin 2x

/ . . cos X
C'(x) - sinx 4+ C(x) - cosx — C(x) - sinx - —
sin X

C’(x) - sin x = 25sin x cos x
5. Obliczamy C’(x): C’(x) = 2 cos x
6. Obliczamy C(x): C(x) = 2f cosx - dx =2sinx + A

7. Zapisujemy rozwigzanie: y = (2sin x + A) - sin X
czyli:
y= Asinx+25in2x
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8. W tym zadaniu mamy podany warunek poczatkowy: y (%) =2

a wiec musimy znalez¢ rozwigzanie szczegélne:
™ ™
-] +2 sin® [ =
4 4

V2 =A-sin

N

2
A-E:\/E—1
2
A:(\/§71)»%:27%:27%\/§:27\/§

Zatem ostatecznie rozwigzanie zagadnienia ma postac:

y=(2—V?2)-sinx+2sin? x
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Przyktad 4.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:

y'+ 3y = cosx
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Przykiad 4.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe:
y' + 3y = cos x
Rozwigzanie:
1. Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’ + 3y = 0
dy
= =-3
dx 4
d
Yo a0
y
dj
bl =-3 adx
y
Inly| = —=3x + C4
y = o301
y = e—3x eC1
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2. Uzmienniamy statg:

y=0(x) e~

3. Obliczamy y’:
Y =C(x) e ¥+ 0(x)- e (-3)

4. Wstawiamy y i y’ do réwnania niejednorodnego:
(c’(x) e o) e (—3)) +3. (C(x) : e*'“) = cosx

Po skréceniu: 3 3 3
C'(x)-e¥ —3.C(x)- ¥ +3-C(x)- % =cosx

C'(x)- ™3 = cosx

5. Obliczamy C’(x): C’ (x) = €3 - cos x
6. Obliczamy C(x): C(x) = f e . cosx - dx = %esx cos X + 117063)( sinx + A
7. Zapisujemy rozwigzanie: y = (%e3x cosx + {56 sinx + A) L3
czyli:
3 1 _3x

¥y = —cosx + — sinx + Ae
10 10
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Metoda przewidywania

y'+p(x)y=q(x)
Dziata tylko jesli p(x) = p funkcja stata,
q(x) jest jedng z funkgji: A- e, B sin(kx), C - cos(kx), W(x),
lub sumg badz iloczynem funkcji tej postaci.

RORN = RORJ + RSRN

RO - rozwigzanie ogdblne

RS - rozwigzanie szczegélne
RN - rbwnanie niejednorodne
RJ - rbwnanie jednorodne
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Metoda przewidywania

Metoda rozwigzywania:

1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y, = C - e P* (RORJ).
2. Przewidujemy ys tej postaci, co q(x).

3. Obliczamy y{.

4. Wstawiamy ys i y; do réwnania niejednorodnego.

5. Obliczamy wspotczynniki w ys (RSRN).

6. Zapisujemy rozwigzanie: y = y, + ys (RORN).
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Przyktad 5.
Rozwigz metoda przewidywania réwnanie rézniczkowe:

Y +4y=x°
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Przykitad 5.
Rozwigz metoda przewidywania réwnanie rézniczkowe:
y 1y =x°
Rozwigzanie:
1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’ + 4y = 0

X

Yo=C- e *
2. Przewidujemy ys tej postaci, co g(x):
_ 3 2
Ys = Ax" + Bx" + Dx + E

3. Obliczamy y;:
yi=3Ax% +2Bx + D

4. Wstawiamy ys iy; do réwnania niejednorodnego:

(3Ax® +2Bx + D) + 4 - (AX® + BX® + Dx + E)
5. Obliczamy wspotczynniki w ys, uktadamy uktad réwnan dla wspotczynnikéw:
x3:4A=1,stad A= ]
x2:3A+ 4B =1,stad B = —
x:2B+4D = —1,stad D = &
1:D+4E=0,stad E = — 335
6. Zapisujemy rozwigzanie:

Sl

Y=Yo+ys=C-e ¥4

1 3 3
1o _ 32y
4 16 32

=x3

3

128
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Przyktad 6.
Rozwigz metoda przewidywania réwnanie rézniczkowe:

y 4y =xe?¥

Rozwigzanie:
1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’ + y = 0

Yo=C-e ¥

2. Przewidujemy ys tej postaci, co g(x):
¥s = (Ax + B) - &

3. Obliczamy yg:
yi=A-¥ 4+ (Ax+B)- ¥ .2

4. Wstawiamy ys i y do réwnania niejednorodnego:
(A + (Ax+ B) - & . 2) + (Ax + B) - €& = x¢
Po uproszczeniu przez e?* otrzymamy:
A+2Ax +2B+ Ax+B=x

5. Obliczamy wspétczynniki w ys, uktadamy uktad réwnan dla wspdtczynnikow:
X:2A+A=1stad A=
1:A+2B+B=0,stad B= —
6. Zapisujemy rozwigzanie:

1
9
9

1
=Yotys=C-e X+ [ -x— -]
Y=Yo+Ys <3 9)
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Metoda przewidywania
UWAGI:

1. Rozwigzanie szczeg6lne ys nie moze zawierac sie w
rozwigzaniu ogélnym y,. Gdyby miato sie zawiera¢, mnozymy
Ys przez x.

2. Funkcije sin(kx) i cos(kx) w rozwigzaniu szczegllnym ys
zawsze wystepujg jednoczesnie.
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Przyktad 4.a.

Rozwigz metoda przewidywania réwnanie rézniczkowe:
y' 4+ 3y =cosx

Rozwigzanie:
1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’ + 3y = 0

Yo=C-e= ¥
2. Przewidujemy ys tej postaci, co q(x) uwzgledniajgc UWAGA 2.:
¥s = Acos X + Bsin x

3. Obliczamy y}:
¥4 = —Asinx + Beos x

4. Wstawiamy ys i ys’ do réwnania niejednorodnego:
(—Asinx + Bcos x) + 3 - (Acos x + Bsin x) = cos x

5. Obliczamy wspotczynniki w ys, uktadamy uktad réwnan dla wspoétczynnikéw:
cosx:B+3A=1

sinx: —A+3B=0

Otrzymujemy rozwigzanie: A = % iB=
6. Zapisujemy rozwigzanie:

3=

3 1
Y=YVot+ys=C-e ¥+ = cosx+ — sinx
10 10
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Przyktad 7.
Rozwigz metodg przewidywania réwnanie rozniczkowe:

y—y=¢€

z warunkiem poczatkowym: y(1) = e
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Przyktad 7.

Rozwigz metoda przewidywania réwnanie rézniczkowe: y’ — y = e* z warunkiem poczatkowym: y(1) = e
Rozwiazanie:
1. Rozwigzujemy réwnanie jednorodne: y’ — y = 0

Yo=C-¢&°
2. Przewidujemy s tej postaci, co q(x) uwzgledniajgc UWAGA 1.:

ys = Axe®
3. Obliczamy y}:

yé = A" + Axe®
4. Wstawiamy ys iy; do réwnania niejednorodnego:
(A" + Axe®) — (Axe*) = €°

Po uproszczeniu otrzymamy:
Ae¥ = e*
5. Obliczamy wspotczynnikiw ys: A = 1
6. Zapisujemy rozwigzanie ogélne:
y=Yo+ys=C-e +xe
7. W tym zadaniu mamy podany warunek poczatkowy, a wiec musimy znalez¢é rozwigzanie szczegélne:

e=C-e +1.e'=C-e+e

Skad fatwo wyliczy¢:
c=0
Zatem ostatecznie rozwigzanie zagadnienia ma postac:

y = xe*



