Cafki potréjne

Wspotrzedne walcowe

Jesli rzut obszaru catkowania na ptaszczyzne Oxy jest kotem
lub jego fragmentem, czesto wygodniej jest opisa¢ obszar
catkowania we wspétrzednych walcowych.

(x,y,2) = (r,¢,2)

X =Trcosp
Yy =rsinp
zZ2=2

J=r



Catki potrojne

Wspotrzedne sferyczne

Jesli obszar catkowania jest kulg lub jej fragmentem, czesto
wygodniej jest opisa¢ obszar catkowania we wspétrzednych
sferycznych.

(X, y,2) = (r,¢,0)

X = rcosycos©
Yy = rsinpcos©
Z=rsin®
J=r?cos©



Cafki potréjne

Na koniec poréwnamy, czy tatwiej jest korzystac ze
wspétrzednych walcowych czy sferycznych w pewnych
przypadkach.

Przykiad 7.
Oblicz objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami:

822 =x24+ y?iz=/3—x2—y2

Ta bryta to przeciecie gérnej potkuli i stozka.



o Cafki potréjne

Oblicz objetosé bryly ograniczonej powierzchniami: 322 = x2 + y2 iz = 4 /3 — x2 — y2.

Rozwiazanie:

0<r< 3
Obszar catkowania V mozemy opisa¢ we wspétrzednych walcowych: V = 0<ep<ar
I < z< /312
7 S z < 3—r
3 o V3 3 2n o2
W= [[[ axayaz = [ar [ di rodz= [rear [de(ay =
v 0 0 . 0 0 V3

3 3 3 3
o [-33-r7)2 — = 4R =2m (3B~ (3)D)Z - I 3(3)° - (-§B-09)2 ~
3 3 3
1 9\5 1 1 27 1 5 1 103y — 1(3)\2 1 9 1
(=30 -2 - B3 Tt ¥t 30 =2 (392 - 5533
2 (3R - 3By LoavB) =an (- - 3B 1 Ve =2n- 4B = var



Catki potrojne

Przyktad 7. cd.2.
Oblicz objgtosé bryty ograniczonej powierzchniami: 322 = x2 + y2 iz = 4 /3 — x2 — y2.

Rozwigzanie:

0<r< Va3
Obszar catkowania V mozemy opisa¢ we wspoétrzednych sferycznych: V = < 0 < ¢ < 27
F<o<s
Vi e2r 5 V3 o T
|V|:ff dxdydz = fdrfdapfrzcos@-d@: frz-drfdgofcose-dez
v 0 z 0 0 z

ol ol
o

(317%) - (@12™) - (sin €]

) = (3(v3)°—0)- (27 —0)- (sin(F) —sin(F)) = (V3) - (2



Réwnania rozniczkowe

Réwnania rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu

F(y'.y,x)=0

rozwigzanie: funkcja y = y(x)



Réwnania rozniczkowe

Przyktad 1.
Sprawdz, czy funkcja: y = v/1 + x2
jest rozwigzaniem réwnania:

y-y'=x=0
Rozwiazanie:

; oyl 2\ _ 1 . — X
Obliczamy pochodng: y’ = (V1 + x?) = o 2x T

Wstawiamy y i y’ do réwnania:

X
Y —x=V14+x2 -
y-y % T

Roéwnanie jest spetnione, a wiec funkcja jest rozwigzaniem tego
réwnania.

X=Xx—x=0



Réwnania rozniczkowe

Przyktad 1.a.
Latwo zauwazyé, ze nie jest to jedyne rozwigzanie réwnania:

y-y—x=0

Kazda funkcja postaci: y = v/ C + x2 dla dowolnego C € R
bedzie rozwigzaniem tego réwnania.

i oy — 2\ _ 1 . — X
Obliczamy pochodng: y’ = (vC + x2) = oo 2x Jorw

Wstawiamy y i y’ do rownania:

Y ox=VCIR X x—x-x=0
vy Ve R

Roéwnanie jest spetnione dla kazdej funkcji tej postaci, a wiec
rozwigzania tego rownania to pewna rodzina funkcji.



Réwnania rozniczkowe

Rozwiazanie ogolne: rodzina funkcji spetniajgcych réwnanie.

Rozwigzanie szczegodlne: jedna funkcja spetniajgca rownanie
i warunek poczatkowy.



Réwnania rozniczkowe

Przyktad 1.b.
Dla réwnania:

y-y'—x=0
Rodzina funkgji postaci: y = v/ C + x2 dla dowolnego C € R to
rozwigzanie ogolne.

Z tej rodziny mozna wybra¢ jedno rozwigzanie szczegolne,

np. y = V1 + x2



Réwnania rozniczkowe

Zagadnienie poczatkowe
Zagadnienie Cauchy’ego
Réwnanie: F(y',y,x) =0
i warunek poczatkowy: yo = y(Xo)



Réwnania rozniczkowe

Przyktad 1.c.
Dla réwnania:
y-y—=x=0

i warunku poczatkowego: y(0) = 1
Otrzymamy wtasnie rozwigzanie szczegoélne: y = v1 + x2

Obliczenie: w funkcji postaci: y = v C + x2
wstawiamy 0 za x i 1 za y:

1=vC+0?
1=+C

C=1



Réwnania rozniczkowe

Krzywe catkowe
wykresy rozwigzan réwnania



Réwnania rozniczkowe

Przyktad 1.d.
Dla réwnania:
y-y—=x=0
krzywe catkowe majg postaé: y = v/ C + x2 co mozna
przeksztatcié: x2 — y2 = C
Zatem krzywe catkowe dla tego réwnania to hiperbole.

Tylko jedna z tych hiperbol przechodzi przez punkt o

wspétrzednych (0, 1) i jest to rozwigzanie szczegdlne:
2,2

yc—x<=1



Réwnania rozniczkowe

Problem jednoznacznosci rozwigzania zagadnienia
poczatkowego

y' =1f(x.y)

Twierdzenie:
Jesli funkcja f(x, y) i jej pochodna czastkowa f, sg ciggte na
obszarze D c R? oraz (xo, ¥o) € D, to zagadnienie poczatkowe:

y' =1(x,y),y(X) = o
ma dokfadnie jedno rozwigzanie.



Réwnania rozniczkowe

Przykiad 1.e.
Roéwnanie:
y-y-x=0
Mozna przedstawi¢ w postaci:
;X

y:}j

Funkcja f(x,y) = § ma ciggte pochodne czastkowe jesli y # 0

Zatem przez punkty o drugiej wsp6trzednej réznej od zera
przechodzi tylko jedna krzywa catkowa tego réwnania.

W punkcie (0,0) mamy faktycznie dwie krzywe catkowe
spetniajgce rownanie: y = x oraz y = —x, a wiec dla warunku
poczatkowego y(0) = 0 nie mamy jednoznacznego
rozwigzania.



Réwnania rozniczkowe

Przykiad 2.

Podaj réwnanie rozniczkowe, dla ktérego krzywe catkowe sg
okregami: x> + y> = C

Rozwigzanie:

Ro6zniczkujemy obie strony réwnania po zmiennej x,
pamietajac, ze y jest funkcja:

2x+2y-y' =0

Mozna to réwnanie zapisa¢ réwniez w postaci:

y:—;



Réwnania rozniczkowe

Rownania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

)
Y=oy

~—

Twierdzenie

Jesli funkcja f jest ciggta w przedziale X, a funcja g jest ciagta i
rozna od zera w przedziale Y, to przez kazdy punkt

(X0,Y0) ED=XxY ={(x,y): x € X,y € Y} przechodzi
lokalnie jednoznaczna krzywa catkowa tego réwnania y = y(x).
Krzywa ta jest obrazem w obszarze D réwnania

G(y) — G(yo) = F(x) — F(xo) gdzie F i G sa funkcjami
pierwotnymi dla funkcji odpowiednio fi g.



Réwnania rozniczkowe

Réwnania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

Metoda rozwigzywania:
1. zamieniamy: % = %
2. rozdzielamy zmienne: g(y)dy = f(x)dx

3. catkujemy obustronnie: [ g(y)dy = [ f(x)dx



Réwnania rozniczkowe

Przykiad 3.
Réwnanie y’ = f jest rbwnaniem o zmiennych rozdzielonych i mozemy rozwigzac je podanym sposobem.

Rozwigzanie:

y ==
y
dy X
dx_y
y-dy =x-dx
/y-dy:/x-dx
1, 1

2
-y =-x"+C
2y 2

UWAGA: zwyczajowo statg catkowania C umieszczamy tylko po jednej stronie, tej, gdzie catkowaliSmy po "x", to

upraszcza pézniejsze rachunki.
y==+ \/)(2+72C

UWAGA: warto robi¢ sprawdzenie rozwigzania!!!



Réwnania rozniczkowe

Przykiad 4.
Rozwiagz réwnanie rézniczkowe:
Y =Xy
z warunkiem poczatkowym: y(1) = 4
Rozwiazanie:
dy
— = /X
dx Y
d
LA VX - dx
vy
dj
LA VX - dx
vy
2 3
2y = g)(2 + G

Otrzymujemy rozwigzanie ogélne:



Réwnania rozniczkowe

Znajdujemy rozwigzanie szczegélne korzystajac z warunku poczatkowego y(1) = 4

13 2
4=(512+0)

1
2=-+C
3
1 5
C=2—-=—
3 3
Zatem rozwigzanie szczegoélne dla tego zagadnienia to:
13



Réwnania rozniczkowe

Roéwnanie nie musi zawieraC zmiennej x ani y.

Przykiad 5.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:

y'=3
Rozwigzanie:
& _
dx
dy = 3dx

y=3x+0C



Réwnania rozniczkowe

Przykiad 6.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe:
y —8y=0
Rozwiazanie:
dy
- =5
dx 4
d)
4 = 5dx
y

UWAGA: wszelkie wspotczynniki lepiej zostawia¢ po stronie z dx, to utatwia pézniejsze rachunki.

d
4 = 5dx
y

Inly| =5x + C4
Wyliczamy y
y= e(5X+C1)
y= eSx eC1

Zamiast €1, ktére jest state, przyjmujemy dowolng statg C:

y = Ce5x



Réwnania rozniczkowe

UWAGA!
Nie kazde réwnanie r6zniczkowe jest rownaniem o
rozdzielonych zmiennych.

Przyktady:

Y =iy
y'=(x+4y +3)°
"= cos(x — y)

,_ Xty
2xy

W niektorych przypadkach mozemy stosujgc specjalne
podstawienie sprowadzi¢ rownanie do réwnania o0 zmiennych
rozdzielonych.



Réwnania rozniczkowe

Podstawienia sprowadzajace réwnanie rézniczkowe do
rownania o zmiennych rozdzielonych

1.y=fla-x+b-y+c),abcecR
podstawienie:u=a-x+b-y+c¢

wtedy:
uvU=a+b-y

2.y =1f(%)
podstawienie: u = %
wtedy:

U/ * X —|— U = y,



Réwnania rozniczkowe

Przyktad 7.
Rozwigz réwnanie rézniczkowe:

Y = (x+ 4y +3)
Rozwiazanie:

Zastosujemy podstawienie: u = x + 4y + 3

Roézniczkujemy obie strony po zmiennej x: u’ = 1 + 4y’

Stad wyliczamy y’ = }(v/ — 1)

Po podstawieniu do réwnania otrzymamy réwnanie o rozdzielonych zmiennych,
ktére rozwigzujemy ze wzgledu na u = u(x):

1 ’ 2
- =1)=vu
4( )

u =1+ 48
au

— =1+4
dx

adu
1+402

du
_ = dx
1+ 402

4
3 arctg(2u) = x + C4



Réwnania rozniczkowe

Stad wyliczamy u:
arctg(2u) = 2x+2 - Cy

2u =tg(2x 4+ C)
1
u= —tg(2x + C)
2
Zastepujemy u przez x + 4y + 3
1
X+4y+3= Etg(2X+C)
Wyliczamy y
3

1 1
=—-tg(2x+C) — -x — —
y Bg( )= Xy



Réwnania rozniczkowe

Przykiad 8.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe:
y' = cos(x — y)

Rozwigzanie:

Zastosujemy podstawienie: u = x — y

Rézniczkujemy obie strony po zmiennej x: v’ =1 — y’

Stad wyliczamy y’ =1 — u’

Podstawiamy do réwnania:
1—u =cosu
v =1—cosu
du

— =1 —cosu
ax

tg = +C
ctg — = X

g2

u
= arcctg(x + C)

u = 2arcctg(x + C)
X —y =2arcctg(x + C)
y = x — 2arcctg(x + C)



Réwnania rozniczkowe

Przyktad 9.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe:

Rozwiazanie:

Zastosujemy podstawienie: u = %

Przeksztatcamy: y = u - x i rézniczkujemy obie strony po zmiennej x: y’ = v’ - x + u - 1
Po podstawieniu do réwnania otrzymamy réwnanie o rozdzielonych zmiennych,
ktére rozwigzujemy ze wzgledu na u = u(x):

Ux+u=u+é’

adu
iAXzeu
ax
ax
e Y du=—
X

—e Y =In|x| + C
e Y =—In|x| — C
—u=In|C—In|x]||

u=—In|C—In|x||



Réwnania rozniczkowe

Zastepujemy u przez £

x <

=—1In|C —In|x]||
Wyliczamy y

y=-x-In|C—In|x]||



Réwnania rozniczkowe

Przykiad 10.
Rozwiaz réwnanie rézniczkowe:
’ X2+ Y 2
- 2xy
Rozwiazanie:

Réwnanie mozna przeksztaici¢ do postaci:
2 2
X’ X’ 1/(x y
y/ = — + —_— - — + P
2xy 2xy 2 \y X
Zastosujemy podstawienie: u = %

Przeksztalcamy: y = u - x i rézniczkujemy obie strony po zmiennej x: y’ = v’ - x4+ u -1
Podstawiamy do réwnania:

du 1 /1
— X==|-4Uu|—-u
dx 2(u )

du 1 -

— X =

dx 2u

2u dx
Ldu= —

1—u2 X




Réwnania rozniczkowe

—in[1 —? =In|x|] + Cy
N[t — 2 = —1Inlx| — C
12 = el=mixI=Cy)
1 7u2 — e In | x| '6—01

1
1—wd=-.C
X

Yy

Zastepujemy u przez X

Wyliczamy y



