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Cafki potréjne

Obszar normalny wzgledem ptaszczyzny Oxy

Niech G - rzut obszaru V na ptaszczyzne Oxy - bedzie
pewnym obszarem ptaskim regularnym i domknietym, niech
istniejg funkcje g(x, y) i h(x, y) takie, ze:

V={(x,y,2): (x,y) € G,g(x,y) < z< h(x,y)}

wtedy V nazywamy obszarem normalnym wzgledem
ptaszczyzny Oxy.

// fxy,z)dxdydz_//dxdy / f(x,y,2)

g(x.y)



Cafki potréjne

Wiasnosci calki potrojnej
1. |V| = [[] dxdydz
v

2. [[[k-f(x,y,z)dxdydz = k- [[[ f(x,y, z)dxdydz
% v

3. f\ff[ﬁ (x,¥,2) + fa(x, y, 2)]dxdydz =
fvff f'l (X7y7 Z)dXdde + f‘!f fZ(X,ya Z)dXdde

4. fff f(x,y,z)dxdydz =
fff f(x,y, )dxdydz+fff f(x,y,z)dxdydz

jeS|I V=V;U V,oraz V1 i Vo nie majg wspdlnych punktéw
wewnetrznych.



Cafki potréjne

Wiasnosci catki potréjnej
5. Jesli w obszarze V zachodzi m < f(x,y,z) < M, to

m-|V| <///f(x,y,z)dxdydz<M-|V|
%

Twierdzenie (o Sredniej catkowej):

Jesli f jest ciggta w V, to istnieje wewnatrz tego obszaru punkt
P = (%,7,2), w ktérym funkcja przyjmuje warto$¢ $redniej
catkowej:

f(x,y,z) = \V\/// X, y,z)dxdydz



Cafki potréjne

Powierzchnie
1. Ax+ By + Cz + D = 0 ptaszczyzna
x? + y? + 22 = R? sfera
;—z + g—z + j—i =1 elipsoida
z=x?+y?lub z= A — x? — y? paraboloida

72 = x%2 + y? lub z = /x2 + y2 stozek

walec (jesli brakuje jednej ze wspoirzednych)

x? + y? = R? walec obrotowy; y? = 2px walec
araboliczny; % — ¥> — 1 walec hiperboliczn

p YiZ — @ = p y

I T



Catki potrojne

Przyktad 1.
Oblicz objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami: X2 — y2 =1,z2=0x+2z=3
Rozwiazanie:
Bryta jest ograniczona walcem hiperbolicznym i dwiema ptaszczyznami.
1<x<83
Polowe bryly mozna opisaé: 5V =< 0 < y < v/x2 — 1

0<z<3—x

3 VAR sy 3 /2
vi= [[[axayaz= [ax [ @y [az=[ox [ ay-(@37) =
v 1 0 0 1 0
\/x2—1 3 \/x2—1 3 \/)Z
dx f dy-(S—X—O):fdx f (3—x)dy:f(3—x)dx-([y]0 )

0 1 0
3

1
3
(S—X)dx»(\/xz—1—0):](3—)()\/)(2—1dx:[gx\/x2—1—%ln\x+ X —1]-3E-12)3
1
3
34/82 —1-3n[3+4/82 = 1| =@ -1)2 —(3-14/12 = 1= In |14+ /12 = 1| = J(12 1)
3 3
V8- 3m[3+v8 —(®)2 -3 0+ 3|1+ V0| + 102 =9v2-3In|3+v8 - Ev2=
V2— 3|3+ V8| ~ 254
2 (4v2—3mn|3+vB))=2v2-3In[3+ 8| ~5,08
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Cafki potréjne

Wspotrzedne walcowe

Jesli rzut obszaru catkowania na ptaszczyzne Oxy jest kotem
lub jego fragmentem, czesto wygodniej jest opisa¢ obszar
catkowania we wspétrzednych walcowych.

(x,y,2) = (r,¢,2)

X =Trcosp
Yy =rsinp
zZ2=2

J=r



Cafki potréjne

Jakobian

Wspotczynnik, przez ktéry mnozymy catke zmieniajac
wspoétrzedne.

Wprowadzit go niemiecki matematyk Carl Gustaw Jacobi.
Zamiana: (x,y,z) — (u, v, w)

ox 9x  9x
ou ov ow
J= |0 o oy
ou 0ov ow
Jz 9z 0z



Catki potrojne

Przyktad 2.
Oblicz objgtosé bryty ograniczonej powierzchniami: z = 4 /x2 + y2iz =2 — x2 — y2.

Rozwigzanie:

Bryta to przeciecie stozka i paraboloidy. Najpierw szukamy wspétrzednej z, dla ktdérej powierzchnie sie przetna:
z=2-—x% - y2 =2 - zz, po uporzadkowaniu: 22 + z — 2 = 0, rownanie ma dwa pierwiastki: z; = —2i

o = 1. Warunki zadania wymagaja, zeby z > 0, zatem powierzchnie przecinajg sie dla z = 1.
o<r<1

Obszar catkowania V mozemy opisa¢ we wspétrzednych walcowych: V = < 0 < ¢ < 27
r<z<2-—r?

1 —r2 1 2n 1 2r

2w 2
|V|:ff dxdydz:fdr de f r»dz:fr-drfdw-([z]ff’z):fwdrfmp-(zfrzfr)
v 0 0

r 0 0 0 0
1 1

0 0
or [P -4t = 1P =2n . (1B - 1 14—

1
Jre—r—n. o (el = [er-r-r) . d @r-0=2r- [r—r—r?) o=
0
1

13 —0)=2r-(1 —

)=2m-

wl=

1 1
3 4

12—-3—-4

12

.



Catki potrojne

Czasem moze by¢ potrzeba, by zmodyfikowa¢ wspétrzedne walcowe, bo osig bryly bedzie inna 0$ niz 0z:

Przykiad 3.
Oblicz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami: X2 + 22 = 4,y = 0iy +z=6

Rozwigzanie:

Bryta to fragment walca obrotowego wokot osi Oy wycigta ptaszczyznamiy = 0iy + z = 6.
Modyfikujemy wspdtrzedne walcowe:

X = rcos ¢
Z=rsingp
y=y
J=r
og<rg?2
Obszar catkowania V mozemy opisa¢ we wspétrzednych walcowych: V = ¢ 0 < ¢ < 27
0<y<6—rsing
2 2rm  B-rsing 2 27 )
|V\:fffdxdydz:fdrfd<p f r~dy:fr~drfd<p~([y]gfrs'"“’):
% 0 0 0 0 0
2 27 2 2
- _ 27y _ —
fr-drfd<p~(6—rs|n<p)7fr<dr~([6<ap+rcosgo]0 )7fr~dr-(6-27r+rcos(27r)—(6~0+rcosO))7
0 0 0 0
2 2

fr-dr~(127r+r—0—r):127r~fr»dr:127r~[1§r2]§:127r~(%~22—0):247r
0 0



Cafki potréjne

Wspotrzedne sferyczne

Jesli obszar catkowania jest kulg lub jej fragmentem, czesto
wygodniej jest opisaC obszar catkowania we wspétrzednych
sferycznych.

(x,y,2) = (r,¢,0)

X = rcospcos©
Y = rsinpcos®
Z=rsin®
J=r?cos©

UWAGA: Wspétrzedne sferyczne mozna definiowaé na kilka
sposobow. W niektérych podrecznikach moga by¢ nieco inne
wzory.



Cafki potréjne

Obliczmy jakobian dla wspétrzednych sferycznych:

9x Ox Ox . ]

ar 9y 00 cospcos® —rsinpcos® —rcosysin®
J= % % % =|sinpcos© rcospcos® —rsinpsin©

0z 0z 0z ;

ar 0o 00 sin© 0 rcos®©

= r? cos? p cos® © 4 0 + r?sin? ¢ sin® © cos O+

+r2 cos? psin? © cos © — 0 + r?sin® pcos® © =

= r? cos® ©(cos? ¢ + sin? ¢) + r?sin® @ cos O(cos? o + sin® ) =
=r?cos?© + r?sin®©cos© =

= r? cos ©(cos? © +sin® Q) =

= r?cos©



Catki potrojne

Przykiad 4.

Oblicz catke: fff xdxdydz, gdzie V dodatnia cze$¢ kuli o promieniu 1,
v

czyli bryta spetniajaca warunki: x2 + y% + 22 < 1,x > 0,y >0,z >0

Rozwigzanie:

0<r<
Obszar catkowania V mozemy opisa¢ we wspoétrzednych sferycznych: V = < 0 < ¢ <
0<0<
[ 1 El
fffxdxdydz = fdrfdcp f(rcosgocos@) . (r2cos@) - de = frs . drfcosgo
% 0 0 0 0 0

sy sy
137 - lsinwlZ - [3© + §sin(2- ©)]2 =

[NEISE]

- de

© — nh

cos?© - dO =

(314=0)-(sin(Z)—sin0)-(3- Z+ 1 sin(2- 5)— (£ -0+ 1 sin(2:0)) = 1-1-(Z + L sin(w) =0+ ] sin(0)) =

4

[2

ol



Cafki potréjne

Zastosowania:

Masa bryty V o gestosci p(x, y, z):

m= /// p(x,y,z)dxdydz
v

Wspétrzedne $rodka masy (X, Yo, 20):

Xo = :n///x - p(Xx,y,Z)dxdydz
v

’
Yo=— / / y - p(x,y,z)dxdydz
14

Zo = ;///z - p(x,y, z)dxdydz
v



Cafki potréjne

Zastosowania:

Moment bezwtadnos$ci:

B= ///[d(x,y, 2)]? - p(x, y, z)dxdydz
v

gdzie d(x, y, z) odlegto$¢ od osi/punktu, wzgledem ktérego
liczymy moment bezwtadnosci.



Cafki potréjne

Zastosowania:

Pole ptata (czesSci powierzchni z = f(x, y) nad obszarem G):

si= [y () (55 oo




Catki potrojne

Przyktad 5.
Korzystajac z przyktadu 4. mozemy obliczy¢ wspoétrzedne $rodka masy jednorodnej dodatniej cze$¢é kuli o promieniu

1, czyli bryly spetniajacej warunki: x2 + y2 + 22 < 1,x >0,y >0,z >0
Rozwigzanie:

Skoro bryta jest jednorodna, to jej gestos¢ jest stata: p(x, y, z) = p.

Masa bryly jednorodnej: m = p - |[V| = p - § - 47 = {mp

Wspotrzedne $rodka masy: xg = fff X - p(x,y, z)dxdydz =
v

[
|

he}
=
|
lw

[

Z symetrii bryty wynika, ze xp = yp = 20 = %



Catki potrojne

Przyktad 6.

Oblicz moment bezwtadnosci B, wzgledem osi 0z jednorodnej bryty opisanej warunkami: 4 < X2 + y2 <9,
0<zLK5b.

Rozwiazanie:

Dla tej bryly mamy: d(x, y, z) = 1/ x2 + y2 zatem moment bezwtadnosci policzymy ze wzoru:
B, = ff (X% +y2) - p - dxdydz

v
2<r<3
Obszar catkowania V mozemy opisa¢ we wspétrzednych walcowych: V = < 0 < ¢ < 27
0<z<5

3 27 5 3 2r 5
Bz:ff (x2+y2)~p<dxdydz:fdrfdgpfrz~r-p»dz:p»fr3drfdapfdz:
v 2 0 0 2 0 0

Pl el = e (33 - 32 @ -0 5-0)=p R 2n-5=Fmp



Cafki potréjne

Na koniec poréwnamy, czy tatwiej jest korzystac ze
wspétrzednych walcowych czy sferycznych w pewnych
przypadkach.

Przykiad 7.
Oblicz objetos¢ bryty ograniczonej powierzchniami:

822 =x24+ y?iz=/3—x2—y2

Ta bryta to przeciecie gérnej potkuli i stozka.



o Cafki potréjne

Oblicz objetosé bryly ograniczonej powierzchniami: 322 = x2 + y2 iz = 4 /3 — x2 — y2.

Rozwiazanie:

0<r< 3
Obszar catkowania V mozemy opisa¢ we wspétrzednych walcowych: V = 0<ep<ar
I < z< /312
7 S z < 3—r
3 o V3 3 2n o2
W= [[[ axayaz = [ar [ di rodz= [rear [de(ay =
v 0 0 . 0 0 V3

3 3 3 3
o [-33-r7)2 — = 4R =2m (3B~ (3)D)Z - I 3(3)° - (-§B-09)2 ~
3 3 3
1 9\5 1 1 27 1 5 1 103y — 1(3)\2 1 9 1
(=30 -2 - B3 Tt ¥t 30 =2 (392 - 5533
2 (3R - 3By LoavB) =an (- - 3B 1 Ve =2n- 4B = var



Catki potrojne

Przyktad 7. cd.2.
Oblicz objgtosé bryty ograniczonej powierzchniami: 322 = x2 + y2 iz = 4 /3 — x2 — y2.

Rozwigzanie:

0<r< Va3
Obszar catkowania V mozemy opisa¢ we wspoétrzednych sferycznych: V = < 0 < ¢ < 27
F<o<s
Vi e2r 5 V3 o T
|V|:ff dxdydz = fdrfdapfrzcos@-d@: frz-drfdgofcose-dez
v 0 z 0 0 z

ol ol
o

(317%) - (@12™) - (sin €]

) = (3(v3)°—0)- (27 —0)- (sin(F) —sin(F)) = (V3) - (2



