Rachunek prawdopodobienstwa

Zmienna losowa X to funkcja przyporzgdkowujgca zdarzeniu
elementarnemu liczby rzeczywiste:

X:Q—R

Przyktady:

1. liczba oczek wyrzucona na kostce do gry;

2. suma oczek wyrzucona na dwéch kostkach do gry;

3. iloczyn liczby oczek wyrzuconych na dwéch kostkach do gry;
4. wartos¢ karty wylosowanej z talii kart do gry (figurom mozna
nadac wartosci 11, 121 13);

5. data (dzienna);

6. wiek wylosowanej osoby;

7. temperatura w danej chwili w wybranym miejscu na Ziemi.



Rachunek prawdopodobienstwa

Rozklad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X to
przyporzadkowanie podzbiorom B zbioru R
prawdopodobienstwa, ze zmienna X przyjmie wartos¢ ze
zbioru B C R:

Px(B) = P(X € B)



Rachunek prawdopodobienstwa

Przyktad 1:

Niech zmienna losowa X oznacza liczbe oczek wyrzuconych
na kostce do gry.

Witedy rozktad zmiennej losowej mozna przedstawic tabela;:

k|1|2|3]4]5]|6

PX=Klglslslslsls

Z tabeli mozna odczyta¢ prawdopodobienstwa:
5 P(X=0)=0

P(X<3)=2 P(X>4)=23
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Przyktad 2:

Niech zmienna losowa Y oznacza iloczyn liczby oczek
wyrzuconych na dwéch kostkach do gry.

Witedy rozktad zmiennej losowej Y mozna przedstawi¢ tabela:

k|1]2|3|4|5]|6|8|9][10][12][15]16
P(Y=FK) |55 |33 3|6 l360 a6l 3636|3513
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Dystrybuanta zmiennej losowej X nazywamy funkcje
F : R — R okreslong wzorem:

F(x) = P(X < x) = P((—0, X))
daxeR
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Przyktad 1 cd.:
Dystrybuanta zmiennej losowej X:

0 x<1

§ 1<x<2

2 2<x<3
F(x)=¢3 3<x<4

& 4<x<5

> 5<x<6

1 6<x

UWAGA: Trzeba odr6znia¢ mate x od duzego X. Duze X
oznacza zmienng losowg, mate x oznacza liczbe rzeczywista,
ktérej wartos¢ zmiennej losowej moze byc¢ réwna.
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Wiasnosci dystrybuanty:
1. 0< F(x) <1
2. F jest funkcjg niemalejgca i lewostronnie ciggta
3. X“T F(x)=0
4, Xlimoo F(x)=1

Dystrybuanta zmiennej losowej wyznacza jednoznacznie jej
rozktad:

Pla< X < b)=F(b)— F(a)
daa<b
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Zmienna losowa jest skokowa (dyskretna) jesli moze
przyjmowac skonczenie wiele wartosci lub przeliczalnie wiele
wartosci.

Skokowg zmienng losowg czesto okreslamy za pomoca funkcji
prawdopodobienstwa:
P(X = xi) = px
gdzie px > 0 oraz 3 p; = 1
wtedy jej dystrybualnta:
Fi)=3 PX=x)=>p;

Xi<X Xi<X
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Zmienna losowa jest ciagta jesli moze przyjmowac wszystkie
wartosci z pewnego przedziatu (skonczonego lub nie).

Witedy jej dystrybuanta moze by¢ przedstawiona wzorem:

F(x) = P(X < x) = /X f(t)at

— 00

gdziex € R

Funkcja f(x) okreslona na R to funkcja gestosci
prawdopodobienstwa zmiennej losowej X.
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Wiasnosci gestosci:
1. f(x)>0dlaxe R
2. [ f(x)dx =1
3. jesli f(x) jest ciagta, to P(x; < X < x2) = F(x2) — F(x1)
dla x> > xq, zatem:

X
P(x < X < x2) = Px; < X < xp) = / * f(x)dx
X
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Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej X
oznaczana EX lub m

¢ dla zmiennej skokowej:
EX =) xpi
i
¢ dla zmiennej ciagtej:
EX — /  Xf(x)dx
Warto$¢ oczekiwana bywa tez nazywana wartoscig $rednia,
wartoscig przecietng lub nadziejg matematyczna.

Warto$¢ oczekiwana wyznacza $rodek cigzkosci masy
jednostkowej roztozonej w punktach skokowych.
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Moment rzedu k zmiennej losowej X oznaczamy my, jest
réwny wartos$ci oczekiwanej zmiennej losowej X*.

my = EX¥
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Wariancja zmiennej losowej X oznaczana DX lub o2

D?X = EX? — [EX]P = E[X —EX]2=mp — m?

Wariancja jest miarg rozrzutu wartosci zmiennej losowe;.
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Odchylenie standardowe zmiennej losowej X
oznaczane DX lub o

DX = VD2X

Odchylenie standardowe jest miarg odchylenia zmiennej
losowej od jej wartosci Sredniej.
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Moment centralny rzedu kK zmiennej losowej X oznaczany

ux = E[X — EX]¥
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Przyktad 3. (zadanie z kolokwium z zesztego roku)
Zmienna losowa X ma rozktad prawdopodobienstwa podany w tabeli:

Wyznacz warto$¢ a, dystrybuant/e zmiennej X, jej warto/s/c oczekiwan/a oraz wariancj/e.
Rozwigzanie:

Suma prawdopodobienstw musi wynosi¢ 1, awieca=1— (0,2+0,1+0,2+0,3) =0,2

Warto$¢ oczekiwana EX = (—4) - 0,2+ (—2)-0,1+0-0,2+1-0,2+3-0,3=0,1

Aby obliczy¢ wariancje najpierw liczymy EX? = (—4)2.0,2+ (—2)2.0,1+0%.0,2+12.0,24+3%2.0,3=6,2
Zatem wariancja D?X = EX? — [EX]? = 6,2 — (0,1)2 = 6,2 — 1,21 = 5,09

Dystrybuanta zmiennej losowej X:

x < —4
2 —4<xg -2
3 —2<x<0
,5 0<x<1

7 1<x<3

3 < x
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Przykiad 4.
Dla jakich warto$ci parametréw A, B, C i D funkcja F(x) jest dystrybuantg pewnej zmiennej losowe;j?
A x<0
2
F(x) = Bx’ 0<x<1
C2—-x)+1 1<x<g2
D 2 < x

Rozwigzanie:
Korzystajac z wtasnosci dystrybuanty  lim  F(x) = 0,awiec A=10
X— — 00

Podobnie skoro lim F(x) =1toD =1

X— 00
Dystrybuanta jest funkcja niemalejaca i lewostronnie ciagta, zatem B > 0
Dla x = 1 powinno by¢ B - 12 < C2—-1)+1,czyliBL CH+1
Podobnie dla x = 2 powinno by¢ C(2 — 2) + 1 < D, ale to nie naktada ograniczen na zaden z parametréw.
Skoro funkcja ma by¢ niemalejaca, czyli wyrazenie C(2 — x) + 1 ma oznacza¢ funkcje niemalejaca, to C < 0.
Stad ostatecznie: A=0,0< B < 1,B—-1 < C<L0iD=1.



Rachunek prawdopodobienstwa

Przyktad 5.
Dla jakiej wartosci parametru C funkcja f(x) jest gestoscia pewnej zmiennej losowej?

_Jc-x x € (0,1 >
f(X)’{o X¢(0,1>

Rozwigzanie:
Korzystajac z wtasnosci gestosci: foo f(x)dx =1
— 0o

]
Zatemmusibyé: [~ (C-x)ox= [ (C-x)dx=[1C-x*]} = 1. C=1,czyli C =2
— oo 0 2 0 2
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Przyktad 5 cd.
Dla zmiennej losowej z przyktadu 5. podaj jej gestos¢, warto$¢ oczekiwang i wariancje.
Oblicz prawdopodobienstwo P(% <X < %)
Rozwigzanie:
. X X
Z definicji F(x) = f f(t)at, zatem dla x < 0 mamy F(x) = f 0dt = 0
— —oo

X _[* X 2
Dla0 < x < 1 mamy F(x) = f, f(tydt = fo (@tdt = [2)% = x
X 1
— _ _ 2l —
Dla1 < x mamy F(x) = f_ f(t)ot = j; 2t = [} = 1
Zatem ostatecznie dystrybuanta zmiennej losowej X przyjmuje postac:

0 x€(—o00,0>
F(x)=< x> xe(0,1>
1 x¢(1,00)

oo 1
&6 ; . _ _ 2 281 2
Warto$¢ oczekiwana: EX = fioo(x - f(x))dx = j;] (P =[28)) = 2
1
Aby obliczy¢ wariancjg najpierw liczymy EX? = foo (x2 - f(x))dx = f (2x3)dx = [%14]2) = %
— oo 0
Zatem wariancja: DX = EX? — [EX]? = } — (%)2 =%
Prawdopodobienstwo, ze warto$¢ zmiennej losowej jest z pewnego przedziatu mozna obliczy¢ catkujac gesto$é po

tym przedziale

3
P(L < X f‘*f(rdr f42td1_[t2]4:27l:i:1
4 = < 1 16 16 16 2
7
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Przyktad 6.
Sprawdz, ze istnieje zmienna losowa X o gestosci f(x). Oblicz jej warto$¢ oczekiwana.

a1
) = {Oxz x>

x <1

Rozwiazanie:
Aby funkcja f(x) byta gestoscig zmiennej losowej musi by¢ spetniony warunek: foo f(x)dx =1

W tym przypadku fm I(x)dx:f1 dxf ||m f —dx = ||m [—l]h lim (—% —(—})):1
—oo

h— oo
Warunek jest spetniony, zatem istnieje zmienna Iosowa X, ktérej gestosc Jest réwna funkgiji f(x).
Warto$¢ oczekiwana: h
oo
EX = (x - f(x))dx = x- L)dx = i Lax = lim [Inx]" = lim (Inh—In1) =
L N RGBT
Zatem warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X nie istnieje.



